Suites numériques : 2eme partie jere

I - Suites arithmétiques

1. Définition et propriétes de base

Définition La suite (u,)nen est arithmétique si et seulement si il existe v € IR tel que pour tout
nelN, Uy =u,+7r <=  Upi1— Uy =T.
r est appelée la raison de la suite.

Remarque : On dit que I’on passe d’un terme au terme suivant en ajoutant toujours le méme nombre.

Ezxemple :

a) Soit la suite (u,) définie par ug = 0 et pour tout entier n par la relation u, 3 = u, + 1.
Alors, u; = ..., us = ..., ug3= ... .
(uy,) est une suite arithmétique de raison r = .. ..

b) Soit (v,) la suite définie par la relation v,, = 5n + 2.
Alors, pour tout entier n, v, 1 — v, = ....

On en déduit que (v,) est une suite arithmétique de raison r =

c) La suite (w,) définie par la relation w,, = n? + 2 est-elle arithmétique ?

(Admise)

Soit (uy,) une suite arithmétique de premier terme uqy et de raison r, alors,
pour tout entier n, u, = ug + nr.
Remarque :
si la suite commence au rang 1 et non au rang 0, alors on a : pour tout entier n € IN*, u,, = uy+(n—1)r.
De maniere générale, on a :

(Admise)

Soit (u,) une suite arithmétique de raison r, alors, quels que soient les entiers q et p,
ug =u, + (¢ —p)r.
Ezemple :

1) Soit la suite arithmétique (u,,) de premier terme uy = —5 et de raison r = 2.
Calculer usgp2.

2) Soit la suite arithmétique (v,) de premier terme vy = 1200 et de raison r = —10. Calculer vgs. A
partir de quel rang la suite est-elle négative 7

3) Soit (u,) une suite arithmétique telle que u;g = —70 et ugs = 80.
Calculer la raison r de cette suite, puis calculer ug et ui219.

Soit (uy,) une suite arithmétique de premier terme uqy et de raison r, alors,
- st r >0, alors (u,) est croissante
- sir =0, alors (u,) est constante
- sir <0, alors (uy,) est décroissante
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2. Somme des termes d’une suite arithmétique

Soit (uy), € IN une suite, on cherche a calculer la somme des termes S,, = ug+uj+ug+- - -+ Up_1+Uy.

Cette somme contient : termes.

Soit (uy), € IN* une suite ou la somme des termes : S, = uy + ug + - -+ + Up_1 + Up,.

Cette somme contient : termes.
o : : n(n+ 1)
La somme des n premiers entiers naturels est : S, =14+2+3+---+n = —
Démonstration :
S, = 1 + 2 + 3 + ... + n—-2 4+ n-1 4+ n
S, = n + n-1 4+ n-—-2 + ... + 3 + 2 + 1
25, = (n+1) + (n+1) + (n+1) + ... + (n+1) + (n+1) + (n+1)
La somme contient ... termes, et donc on trouve ainsi, 25, = ... , soit S, =

La somme des termes consécutifs d’une suite arithmétique est égale au produit du mombre
de termes par la moyenne des termes extrémes :

Sn = <n+1)zL0;un

(ler terme de la somme) + (dernier terme de la somme)
2

S, =(nombre de termes)

Exemple :
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II - Suites géométriques
1. définition et propriétes de base

Définition Une suite géométrique est une suite dont chaque terme est obtenu en multipliant par la
meéme quantité q , appelée raison de la suite, le terme précédent.

Il emiste ¢ € IR tel que pour tout entier n, u,+1 = q X Uy,

. , , .7- Un+1
Si on a prowvé au préalable que pour tout n € IN, u,, # 0 alors on peut utiliser : =q
Up,

Exemples : o La suite de nombres 1, 2, 4, 8, 16, 32, .. .des puissances successives de 2 est la suite
géométrique de raison ¢ = 2 et de premier terme uy = 1.

e la suite (v,) de terme général v, = (—1)", pour laquelle vg = 1, v; = =1, v = 1, v3 = —1, .. .est la
suite géométrique de premier terme vy = 1 et de raison ¢ = —1.
e Soit la suite (w,) définie par la relation w,, = 2 x 3".

. Un+1
Alors, pour tout entier n, .

Un,

On en déduit que (w,) est une suite géométrique de raison ¢ = ...

Propriété| Soit (v,) une suite géométrique de premier terme vy et de raison q, alors, pour tout entier
n, v, = vy X q".
Si (v,) commence a vy alors : pour tout n € IN, v, = v1 X q

n—1

Ezemple :

a) Soit (u,) la suite géométrique de premier terme uy = 0,2 et de raison g = 1

Calculer uy et ugg.

b) On utilise une feuille de papier, d’épaisseur e = 0,5 mm, que 1'on replie successivement en deux.
Quelle est I'épaisseur de la feuille apres le premier pliage ? apres le deuxieme ? apres le n®™e?

Combien de fois faudrait-il replier cette feuille en deux pour obtenir une épaisseur supérieure a la
hauteur de la tour Eiffel (environ 300 m) ?

Soit (u,) une suite géométrique, dont tous les termes sont non nuls, de raison q # 0, alors,

. Uy B
pour tous entiers m et p, — = ¢ P
U
P

2. Somme des termes d’une suite géométrique

n+1
—q

1
Pour tout réel q # 1, 1—|—q+q2+--~+q":17
—q

Pourq=1,14q¢+¢@+ - +¢"=1+1+1+---+1=n.

Propriété| La somme den termes consécutifs d’une suite géométrique, de premier terme a et de raison

1 — qn,
qest: a .
1—q
1 — qnbre de termes
A retenir : cette somme =( ler terme de la somme) X 7
—q
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. 1 _ u
Exercice 1: Soit (u,) la suite définie par ug = 5 et, pour tout entier naturel n, u,,; = ! +g .
un
1
On définit la suite (v,,) a partir de (u,) par v, = — + 1.
n
1) Montrer que la suite (v,,) est arithmétique. Préciser son premier terme et sa raison.
2) Exprimer v, en fonction de n, puis u,, en fonction de n.
. . . e . 4u,,
Exercice 2: Soit (uy) la suite définie par ug = —1 et, pour tout entier naturel n, u, 1 = 1 .
—u
o . . . . : 3u, + 2 "
On définit la suite (v,,) & partir de la suite (u,) par la relation v, = :
U’n
1) Montrer que (v,) est arithmétique.
2) Exprimer vy, puis u,, en fonction de n.
. up =1 1
Exercice 3: (u,) est la suite définie par 1 1 , et (v,) est définie par v, = u, — .
Up+1 = Eun + Z 2

1) Calculer vy, vy, vy et v3 et conjecturer la nature de la suite (v,).
2) Prouver que la suite (v,) est géométrique.

3) Exprimer v, puis u,, en fonction de n.

Exercice 4: Calculer les sommes :

1 1 1
a) S=1+2+4+8+16+---+1024 b)) P=3+5+7+9+ --+121 c)Q:2+§+§+§
Exercice 5: Résoudre les équations :
11 1 1
a)l+ax+a?+2°+--+27=0 b)—+—5+—5++—5=0 ¢) 272" +92° + 323 + 2 =0
T X T T

Exercice 6: Soit la suite (u,) définie pour tout entier naturel n par u, = 3" + 4n — 3.
On note (v,) et (wy) les suites définies par v, = 3" et w,, = 4n — 3.

a) Montrer que (v,,) est une suite géométrique et que (w,) est une suite arithmétique
b) Calculer V,, = vg+ vy + -+ v, et W, = wo + wy + -+ + w,.

¢) En déduire la somme, en fonction de n, U,, = ug + uy + - - - + uy,.

Exercice 7: Soit (u,) la suite définie par les deux premiers termes uy = 1 et u; = 2 et, pour tout
entier naturel n, u,12 = 1, 5u,41 — 0, du,,.

1) a) Montrer que la suite (v,) définie par v,, = w1 — u, est géométrique.
b) Exprimer alors v,, en fonction de n.

2) a) Calculer en fonction de n la somme S, = 0,5+ (0,5)> + (0,5)3 + - - - + (0,5)™.
b)

Exprimer alors u,, en fonction de n.

Suites numériques : 2éme partie- 1°¢ - 4/5



	Suites arithmétiques
	Définition et propriétes de base
	Somme des termes d'une suite arithmétique

	Suites géométriques
	 définition et propriétes de base
	Somme des termes d'une suite géométrique


