Forme exponentielle des nombres complexes 1w

Propriété : On considére la fonction f définie sur R par N0 € R, f(0) = cosf + isin6.
Alors, pour tout 0 et 0 € R, f(0) x f(0')= f(O0+0) et f'(0) =if(0)

Démonstration : soit # et 6’ € IR,
1) f(0) x f(0") = (cos +isinf) x (cos@ + isinf) = ......

2) f est dérivable sur IR, comme somme de fonctions dérivables sur IR, et pour tout 6 € IR,
f1(0) = —sin(f) + icosh = i(isinf + cos @) = i f(0).

La fonction f se comportant comme la fonction exponentielle, on décide de la noter f(6) = .

Définition : | Pour tout § € IR, €% = cosf + isin6.

Ainsi Vz € €, 2z = r(cosf +isinf) = re'.
Cette forme est appelée forme exponentielle de z et on a :

z| = r et arg(z) = 0[27).

Ex 1,2,3 de la fiche %
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Propriété: :V0c IR, ’62'9’ =1 et arg(e®) =0 .

Propriété : Pour tous réels 0 et 0', et tout entier naturel n,

i0 0 i(6+6") e’ i(0—-0") . i -
ee’ =¢ ; eit’ =e ;e =e

o (¢7)" =eM (Formule de Moivre), ¢’est-a-dire, (cos + isin6)" = cos(nf) + i sin(nf)

® 0

o ¢ =¢? «— =0 [2n]

Ex 3 a 10 de la fiche
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I - Exercices

Exercice 1 : Placer dans le plan complexe et écrire sous formes trigonométrique et algébrique les

nombres complexes :
3e's
- T - T - 27 -5 s - 37 €6
e 3¢ "2 o \/2e%5% e Ge '3 e He's e 2¢c'te "2 ° -
2e7s

Exercice 2 : Ecrire sous formes trigonométrique et exponentielle les nombres complexes :

$Soedrieg e Vil e (VBs)T e (Vo)

1—1

Exercice 3 : Déterminer le module ainsi qu'un argument de z = 1 + ¢%
a) pour ¢ €]0; [ et b) pour 8 €|m; 27|

5w

Exercice 4 : On donne z; = e’%, 29 = 36—1‘%7 et 25 = V2e i
2 1 : . , . 21
Déterminer la forme exponentielle puis algébrique des complexes : 212023, —, zg.
2243

. el 4 o—if 2 il _ o—if 2
Exercice 5 : Simplifier I'expression, ot 8 € IR, <T) + (2—> .
i

Exercice 6 : Ecrire le nombre complexe (v/3 — i)' sous forme algébrique.

Exercice 7 : Calculer le module et un argument des complexes suivants, puis les écrire sous formes
trigonométrique et exponentielle :

V6 —iv2 5(—1+1)

" 21 4) VB4
Exercice 8 : Déterminer I’ensemble des nombres complexes z tels que :

oarg(z):% oz —3=1]2+2| e|z+1-2i<+5 oE—i—%‘:él

. 1 z+1 T
earg(z+i)=7m  earg —)=7 eag{—)=3

Exercice 9 : Les PARTIES A et B peuvent étre traitées de maniére indépendante.
Partie A

On considere ’équation suivante :

(E) : z3+2<\/§—1>22+4<1—\/§>z—8:0,
ayant pour inconnue le nombre complexe z.
1. Démontrer que, pour tout nombre complexe z,
(z —2) (z2+2\/§z+4> :z3+2<\/§—1)z2+4(1—\/§>z—8.

2. Résoudre dans C l'équation (F) en donnant ses solutions sous forme algébrique.

3. Ecrire toutes les solutions de I'équation (E) sous forme exponentielle.
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Partie B

3T . (3T
Dans cette partie, on cherche a déterminer les valeurs exactes de cos <§) et sin (§>
On munit le plan complexe d'un repeére orthonormé direct (O;w, ¥).
On considere les points A et B du plan complexe d’affixes respectives z4 = 2 et zg = 267 et 1 le

milieu du segment [AB| d’affixe z;.

. Démontrer que le triangle OAB est un triangle isocele.
. Démontrer qu'une mesure de 'angle (4 ; 5_[}) est 2%

1
2
3. Déterminer la forme algébrique de 'affixe z; puis le module de z;.
4

. En déduire les valeurs exactes de cos(3F) et sin(22).

Exercice 10 : Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé direct (O; @, ¥'). Dans ce qui suit,
z désigne un nombre complexe. Pour chacune des affirmations ci-dessous, indiquer sur la copie si elle est
vraie ou si elle est fausse. Justifier. Toute réponse non justifiée ne rapporte aucun point.
Affirmation 1 : L’équation z — i = i(z + 1) a pour solution v/2¢'7.
. , T 0;
Affirmation 2 : Pour tout réel x € ]—5 ; 5 [, le nombre complexe 1+ e“** admet pour forme exponen-

tielle 2 cos xe .

Affirmation 3 : Un point M d’affixe z tel que ‘z — 2‘ = ‘z + 1‘ appartient a la droite d’équation y = —x.
Affirmation 4 : L’équation 2° + 2 — i + 1 = 0 admet une solution réelle.

—

Exercice 11 : Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé direct (O;,7), on considére les

points A et B d’affixes respectives z4 = 2¢'7 et z5 = 2¢' T

A

Y
Y

1. Montrer que OAB est un triangle rectangle isocele.
2. On considere I'équation (E): 2% — V62z+2=0.

Montrer qu’'une des solutions de (£) est I'affixe d’un point situé sur le cercle circonscrit au triangle

OAB.
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Correction exercice 9
PARTIE A
On considére 'équation (E) suivante : 23 + 2 (\/§ — 1) 22+ 4 (1 — \/5) z — 8 = 0, ayant pour inconnue le
nombre complexe z.
L (z=2) (22 +2v2z +4) =28 +2v22% + 42 — 227 — 422 - 8
=234+ (2v2-2) 22+ (4-4v2) 2 — 8
=24+2(V2-1)22+4(1-v2)2z-38
2. On résout dans C I'équation (E).
(B) <= (2—2) (2 +2vV22:+4) =0 < 2—-2=00uz?+2V22+4=0
e L’équation z — 2 = 0 a pour solution z; = 2.
+ On résout I'équation (E') : 2% + 22z +4 = 0.
A=(2v2) —4x1x4=8-16=—-8=—(2V2)"
Donc I'équation (E’) admet deux solutions complexes conjuguées

_ThEVEA VR XVE L 5 Bt s m s B2

2a 2
L’ensemble des solutions de (£) est donc : {21 =2 zp= —V/2+2 ;23 = —/2 — \/5}

Z9

3. On écrit toutes les solutions de ’équation (E) sous forme exponentielle.
o 21 =2=2¢e"
« =—V2+V2
o a2l = /(—v2) + (v2)' = V=

2 2
o z2:2<—\/—_—|—£) :2(00531—1— sing—w)

2 2 4 4

37
Donc zy = 2e2

o 23 =75 = 2@_3277r
PARTIE B ;
Dans cette partie, on cherche a déterminer les valeurs exactes de cos (%) et sin (%)

—»

On munit le plan complexe d’un repere orthonormé direct (O ; @ ; 7).
On considere les points A et B du plan complexe d’affixes respectives zp = 2 et zg = 26T et 1 le
milieu du segment [AB] d’affixe 2.

B -~ M
/7 AN
s> 1 A
I \
\
|
T A
O v A

1. OA = |z4] = 2 et OB = |25 = |26 | =2

Donc OA = OB et donc le triangle OAB est isocele de sommet principal O.
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2. o Lepoint I est le milieu de [AB] donc (OI) est une médiane du triangle OAB. Comme ce triangle
est isocele en O, cette médiane est aussi bissectrice.

\ . - AN -
Donc, a 27 pres, (OA , OI) =3 (OA , OB>.
Mais zp = 2 donc OA = 2u.
. 1 .
On peut donc dire que (ﬁ, OI) =3 <ﬁ7 OB).

s 3 - 3
e 2 =2¢7T donc Zﬂ est un argument de zg, donc a 27 pres, (ﬁ , OB) = f
> 1 3 3
On en déduit donc qu'une mesure de I’angle <1_[ , OI ) est 3 X Iﬂ soit g

3. D’apres la partie A, on sait que —\/§+\/§:2e377r done 2z = —v2 + V2.
st 2-V24V2 2-V2 V2
— 5 — ~=

2 2 2

o] = (2—ﬂ> +(@) SV ERETCRE NG SN GRS e

Le point I est le milieu de [AB], donc 21 =

2 2 4 4 4

3T
4. D’apres les questions précédentes, le nombre z; a pour argument < et pour module v/2 — v/2 donc

3 3
21 = \/2—\/§(COS—W—|— sin—ﬂ>.

8 8
En utilisant les formes algébrique et trigonométrique de z1, on a donc :

3T 3 22 V2
2—4/2 — in— | = -
\/_(0088+sm8> 5 +2

242 V2 -2 37 V2
= et que sln — = ———
2¢/2 — /2 2 8  2v/2-2

77
On en déduit que cos — =

Correction exercice 10
Affirmation 1 : FAUSSE

z—i=i(z+1) & z—iz=2¢& z=-2 2i041)

[t ey

=2 (—\/75 + z@)
= zZ= \/iei%T 7§ \/5@2%

Affirmation 2 : FAUSSE
1+e* =1+ <Cos(2:1:) + isin(2m)>
=1+ (2cos?(x) — 1 + 2isin(x) cos(x))
= 2cos(z) (cos(x) + isin(x))
= 2cos(r)e™® # 2cos(x)e™ ™
Affirmation 3 : VRAIE
Soit A(i) et B(—1) alors |z —i| = |z + 1| & AM = BM M est donc sur la médiatrice de [AB] or cette
médiatrice est d’équation y = —x
Affirmation 4 : FAUSSE
Ptrz—i+1=0 & P+z2+1=iSizeR, P+z+1)eRAlors 2 +2+1+#1
Correction Exercice 11
1.
Méthode 1

e Ona OA = |zp] = 2; de méme
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e OB = |zg| = 2. OA = OB : le triangle est isocele en O.
dm wm 2m o
. OnaAOB—arng—arng_Z—Z:Z:§

Conclusion : le triangle OAB est rectangle isocele en O.
Méthode 2

e Ona OA = |zp| = 2;

: le triangle est rectangle en O.

3™ s
el T —elz| =

e« OB = |zp| =2; 0nadonc OA = OB = 2 : le triangle OAB est isocele en O
e AB= |z —za|l = ‘Qei% — 2el%
2le'r (efz —1)].

.3 .
ﬂ'

Or e'z =1, donc puisque |e'T| =1:
OA =2[i — 1] = 2y/12 + 12 = 2¢/2. On a donc :
OA* +0B* =22 + 22 =8 et
B = (2v2) =22 x2=38.
Donc OA? + OB? = AB? = 8 : d’aprés la réciproque du théoréme de Pythagore, le triangle
OAB est rectangle en O.

Méthode 3
On a zg = 2e! 5 —26(2ﬁ+3l)—26( ir)—2e2><e%

Donc zp = iza ; en exploitant cette égalité en termes de modules et d’arguments :
lzg| = |iza| = |i X |za[, donc |zg| = |zal, soit OB = OA;
s
e argzp = argi + argza, soit argzp = 5 + argza, ce qui signifie que

(O_A ; O_B> = g Le triangle OAB est rectangle en O.

2. D’apres la question précédente le triangle AOB est inscrit dans le cercle centré au milieu de [AB],

21T + 21T o 3
soit en C d’affixe ZA;ZB = —; L eid + el
7r 2 2
Onsaltquee4zcos§+isin§:§—l—i§ et
37 2
e = co f—i— sm3 ——\/7_+17, donc

£ g—i i‘/;:i\/é.

Zc = +

Rem. On pouvait aussi calculer :

elf +eif =eif (1+e'2) =elt (1+1i) = (‘/7§+ f) (1+1) = ‘f—i—i
On a donc CO = |CO| = V2.

Le cercle circonscrit au triangle OAB et donc centré en C et a pour rayon v/2.
Equation (E) :ona A=6—-8= -2 = (i\/§)2.

Cette équation a donc deux solutions complexes conjuguées z; et zo affixes des points M; et Ms :
V6 —iv2

2
Le carré de la distance du point M; d’affixe z; au point C est :

2 2 2
\/6—21\/5_1\/5 _ M :g_i_(ﬁ) :g 2_6 Donc CM, = V6 #

I
I

ot
Il
©

+1

.2,'1:

2_
21— zcl” = 2 1 2

V2.
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On pouvait éviter le calcul en remarquant qu'un point de partie imaginaire négative ne peut ap-
partenir au cercle.

V412

= 5 .

Le carré de la distance du point M, d’affixe z5 au point C est :

Jé;i\/i_iﬂ _ V6 —iv2 _ 6 8

® 2o

2
— 1 + 11" 2. Don CM, = v/2, donc le point
M, appartient au cercle circonscrit au triangle AOB

|29 — 20\2 =
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