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Définition Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle

Remarques :

Calcul intégral

Intégrale d’une fonction continue positive sur |a; 0]

[a; b].

On note Cy sa représentation graphique dans un repere
orthonormal (O;1,7). On appelle intégrale de la fonction
b

f sur [a;b], notée :

en unités d’aire, de la porton du plan limitée par :

|
(Ox), la droite d’équation x = a et la droite d’équation &
I

T =b.

f(x)dx, le réel représentant ’aire,

On dit aussi aire sous la courbe. C’est I'ensemble des points M (z;y)
tels que a <z < b, et 0 <y < f(x). L'unité d’aire est donnée par le

repere (O; i ;)

Exemple :

8

J
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Remarque 1 : La notation

Remarque 2 : La variable

: 'unité d’aire est I'aire du rectangle OIK J.

Déterminer un encadrement a 1'unité de 'intégrale : - - - <
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/f dx—/fdt/f du—/f

Remarque 3 :[" f(t)

f(z)dz fat introduite par Leibniz, et/ou Newton, au X VI siécle
est dite muette. La lettre qui la désigne n’a pas d’importance :
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Propriété Linéarité Pour toutes fonctions f et g positives et continues sur [a;b] et tout réel \,

o [ (50 o) o=

. /b/\f(x)dx:

a

Propriété Relation de Chasles Soit f une fonction continue
et positive sur [a;c|, et soit b un réel de [a;c], alors

Jo f(@)d =

@_7' ~

Propriété Ordre et intégrale

Soit f et g deux fonctions continues et positives sur [a;b] telles que, pour tout x de |a;b],
f(z) < g(x), alors

Propriété Inégalités de la moyenne
Soit f une fonction continue sur [a;b], avec a < b, telle
que, pour tout x € [a;b], m < f(x) < M, alors

M_ -

1
m <

_b_a/abf(:v)dng

ou, de maniere équivalente, —

m(b—a) < / F@)dz < M(b—a)

Démonstration :

Définition Valeur moyenne d’une fonction

Soit f continue et positive sur [a;b], avec a < b, alors la valeur moyenne de f sur |a;b] est
le nombre réel :
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II - Intégrale d’une fonction continue de signe quelconque

D’une maniere plus générale, I'intégrale d'une fonction f continue sur un intervalle [a;b] est 'aire
algébrique du domaine compris entre la courbe représentative de f et I’axe des abscisses.

1) Intégrale d’une fonction continue négative

Soit f une fonction continue et négative sur un intervalle
[a; b], et Cs sa courbe représentative dans un repere orthogonal
(0:4, 7).

Dans ce cas, 'intégrale de f de a a b est 'opposé de 'aire du
domaine D compris entre 'axe des abscisses et Cy :

@im
/ZQ >

/ f(z)dz = —aire (D) Cs

2) Intégrale d’une fonction de signe quelconque

Pour une fonction f continue de signe quelconque sur
un intervalle [a; 0], 'intégrale de f est la somme des
aires algébriques des domaines sur lesquels f garde
un signe constant.

/ f(x)dz = aire (Dy)—aire (Dy)+aire (D3)—aire (Dy)

III - Propriétés de ’intégrale

Propriété Linéarité Pour toutes fonctions f et g continues sur [a;b] et tout réel A,

b

o [t ra) = [ s [ o

. /wAf@ﬂdx::A/%f@ﬁdx
. . ¢,

Propriété Relation de Chasles Soit f une fonction continue
sur [a; ], et soit b un réel de [a; ], alors

l%@mzlvmm+lem

9_7' ~

C.0O Calcul intégral -



Propriété Positivité

b
e Si f(x) > 0 pour tout x € [a;b], alors/ flx)dx >0
b
e Si f(x) <0 pour tout x € [a; b], alors/ f(z)dz <0

Propriété Ordre et intégrale
Soit f et g deuz fonctions continues sur [a; b] telles que, pour tout = de [a;b], f(x) < g(z),

alors /bf(:v) dr < /bg(aj) dx

b b b
grale, / <g(x) — f(:c)) der = / g(x) — / f(z)dz > 0, d’ou l'inégalité de la propriété.

Propriété Inégalités de la moyenne
Soit f une fonction continue sur

C
la; b], avec a < b, telle que, pour MA-- f
tout x € [a;b], m < f(z) < M,
alors /A:M(b—a)

bia/bfmdeM

m <

g A=m(b—a)

a b
On convient de plus que : / f(z)dx = —/ f(z)dx.
b a

Définition Valeur moyenne d’une fonction
Soit f continue sur [a;b], avec a < b, alors la valeur moyenne de f sur [a;b] est le nombre

réel :
1 b
- a/a f(z)dz
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IV - Intégrales et primitives

Théoreme Soit f une fonction continue sur un intervalle I, et a € 1.
Alors la fonction F' définie sur I par F(x) = / f(t)dt est 'unique primitive de f sur
I s’annulant en a. ‘

Démonstration : Soit xg un réel de I, et h un réel tel que o + h € I. D’apres la relation de Chasles :

xo+h 0 zo+h a xo+h
Flaoo+h) = Fa = [ joie= [ fode= [ joies [ swi= [ s

a xg

Comme f est continue sur I, f est en particulier continue sur [xg; zg + k], et donc

pour tout ¢ € [zo;xo + hl, G[l\/[inJthf(x) < f(t) < e[l\/[aux:Jrh]f(ac)
TE|T0;T0 TC|[To,T0

Comme l'intégral conserve l'ordre des intégrales (ou d’apres les inégalités de la moyenne),

/x:ﬁh Min | fa)it < /Wh Ft)dt < / T Max fo)di

z€[zo;z0+h] @0 o z€[zo;z0+h]

soit (ko +h—x9) Min f(z) < F(xo+h)— F(zg) < (rg+h—1x9) Max f(x)

z€[zo;x0+h] x€[zo;z0+h]

c’est-a-dire, h Min f(z) < F(zo+h) — F(zo) <h Max f(x)

z€[xo;x0+h] z€[z0;x0+h]
ou encore, Min f(x) < w < Max f(z).
z€[zo;x0+h] x€[zo;z0+h]

Quand h tend vers 0, intervalle [zg; z¢ + h] se réduit a {z,}, et donc, comme f est continue en zq € I,

h—0 \ z€[zo;z0+h] h—0 \ z€[zo;z0+h]

nm< Min f(x)):hm( Max f(x)): F(@0)

F(xo+ h) — F(x)

Ainsi, d’apres le théoreme des gendarmes, lim = f(z) ce qui signifie exactement

h—0
que la fonction F' est dérivable en zg, et que F'(zo) = f(xo).

Ce raisonnement est valable pour tout zo € I, et donc on a bien F’ = f : F est une primitive de f.

On a de plus, F(a) = / f(t)dt =0, et donc, F est la primitive de f s’annulant en a.

1
dt.
1+ ¢2

Exercice 1 Soit F la fonction définie par F(z) = /
0

Déterminer le sens de variation de F'.

Propriété Soit f une fonction continue sur un intervalle I, a et b deux réels de I, et F' une primitive
de f sur I. Alors,

b
/ f(z) dz = F(b) — F(a)

b b
La quantité F(b)— F'(a) se note souvent [F(x)]z, et ainsi / f(x)dr = [F(x)] = F(b) — F(a)

a
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Démonstration : Soit « € I, et F(z) = / f(t) dt la primitive de f qui s’annule en a.
b « “ b a b
On a alors, / ft)dt = / f(t)dt +/ f(t)dt = —/ f(t)dt +/ f(t)dt = —F(a) + F(b).

V - Calcul d’intégrale

1) Recherche de primitive

Primitives des fonctions usuelles Primitives et opérations
f(z) = F(z) = Intervalle f F
1 1
kelR kx+ C R u'u™ —+
n4+1u”
1 ! 1
", n e N* — "y C R i ——+C
n+1 u? u
1 1 ! 1 1
— —+C R* l,(nG]N,nEZ) - +C
x? x u” n—1ur!
meNn>2) | — 1 yo| m v 2/u + C
—, (n n — u
an’ T n—1zn"! Vu
1
% 2\/5 +C R+ u' et et
e’ e’ +C R
sin(x) — cos(x) R
cos(z) sin(x) R

Exercice 2 Déterminer les primitives des fonctions suivantes :

a) f(r) =o' — 42 — 5% + gx +2 b) f(z) = —sin(x) + 2cos(z) «¢) f(x) =2 —4+ %
1
Exercice 3 Déterminer les intégrales suivantes : a) I = / v (2® — 1)° dx
0

1 T 3 3 "1
2 1 . .
0= [ Gt 9K e Ok [ et s L

Exercice 4 A
Dans un repere orthonormé, on considere le domaine D compris

entre les courbes d’équations y = /x et y = x2.

Déterminer aire du domaine D.

(On pourra se rappeler que /z = z'/?)

Y

O
Exercice 5 Calculer la valeur moyenne de chaque fonction sur I'intervalle donné :
a) f(x)=2—x)(x—1)sur I =[-1;0] b) g(z) =e 3 sur I = [-1;1].
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Exercice 6 Vrai-Faux Pour chaque affirmation proposée, dire si elle est vraie ou fausse. Justifier.
Soit f une fonction continue et positive sur [0; +00], et soit F' et G les fonctions définies [0; +00| par

= / f(t)dt et G(x) = x/ f(t)dt. Soit de plus I' la courbe représentative de f dans un repere.
1 1

G(0) =G(1)
G est dérivable sur [0; +00[, et pour tout = € [0; +o0[, G'(x) = F(z) + = f(x).

On ne peut pas prévoir le sens de variation de G avec les seules informations de I’énoncé.

- W Do

L’aire de la surface délimitée par les droites d’équations x = 0, x = 2, ¥y = 0 et la courbe I' se
calcule par F'(2) + F(0).

Exercice 7 D’aprés Bac
Partie A - ROC On supposera connus les résultats suivants : v et v sont deux fonctions continues
sur un intervalle [a;b] avec a < b.

b
— Siu > 0 sur [a;b], alors / u(x)dz > 0.

— Pour tous nombres « et f3, /b( u(z) + po(x)) 33:04/ diU‘f‘ﬁ/

Démontrer que si f et g sont deux fonctions continues sur un intervalle [a;b] avec a < b et si, pour

tout nombre réel x € [a;b], f(z) < g(x), alors / flx)dr < / g(x).

Partie B - Etude d’une suite  On considére la fonction f définie sur [0;1] par f(z) = e *" et on

définit la suite (u,) par :
1 1
Ug = / f(z)dx et, pour tout entier n > 1, wu, = / " f(x)dx
0 0

1. a) Démontrer que, pour tout réel x de l'intervalle [0; 1],

1
b) En déduire que — < wuy < 1.
e
2. Calculer ;.

3. a) Démontrer que, pour tout entier naturel n, 0 < u,.

b) Etudier les variations de la suite (u,).

En déduire que la suite (u,) est convergente.
1

n+1

4. a) Démontrer que, pour tout entier naturel n, u, <
b) En déduire la limite de la suite (uy).

Exercice 8 D’aprés Bac
On considére la suite numérique (J,,) définie, pour tout entier naturel n non nul, par :

Jn:/ e tV1+tdt.
1

1. Démontrer que la suite (.J,,) est croissante.

2. Dans cette question, toute trace de recherche, méme incompléte, ou d’initiative, méme non fruc-
tueuse, sera prise en compte dans I'évaluation.

On définit la suite (1,,), pour tout entier naturel n non nul, par : I, = / (t+1)e "dt.
1

C.0O Calcul intégral -



a) Justifier que, pour tout ¢ > 1, on a VEFT<t+1,

b) En déduire que J, < I,,.

c¢) Déterminer deux réels a et b tels que la fonction ¢ — (at+b)e™" soit une primitive de la fonction
t— (t+1)e
Exprimer alors I,, en fonction de n.

d) En déduire que la suite (J,,) est majorée par un nombre réel.

e) Que peut-on en conclure pour la suite (J,) 7

C.0
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2) Intégration par parties (Hors programme terminale S depuis 2011)

Théoreme Intégration par parties Soit u et v deux fonctions définies et dérivables sur un intervalle I,
et a et b deux réels de 1.
On suppose de plus que les dérivées u' et v' sont continues sur I. Alors,

b b
/ u(z)v'(z)de = [u(z)v(z)]’ —/ o' (z)v(z)dx

Démonstration : Les fonctions u et v étant dérivables, le produit uv est dérivable et (uv) = w'v + uv'.
De plus, les fonctions u, v, u' et v’ étant continues, la dérivée du produit (uv) = u'v + uv’ est aussi
continue, et

/ab (u(z)v(z)) do = /ab (v (z)v(x) + u(x)' (7)) dv = /ab v (z)v(x)dr + /abu(a:)vl(a:)dx

et donc, comme la fonction uv est une primitive de (uv)’, on obtient :

[u(m)v(m)]Z:/ (u’(x)v(x)+u(x)v’(x))dx:/ u'(x)v(x)dx—l—/ u(x)v' (z)dx

Exercice 9 Calculer les intégrales suivantes :

T 3 z -
o I:/ rsin(z)dr e J:/ re®dr e K:/ zrcos(2x)dr e L:/ (2 — 2z) sin(z)) dx
0 0 0 0

) 3 3
Exercice 10 I et J sont les intégrales définies par [ = / e”sin(x)dx et J = / e” cos(x) dx.
0 0

a) En appliquant de deux facons différentes a l'intégrale I la méthode d’intégration par parties,
trouver deux relation entre I et J.

b) Calculer alors les intégrales I et J.

™
Exercice 11 Pour tout entier naturel n, on pose I, = / 2% cos(nz) dz. A T'aide d'une double
0

intégration par parties, calculer I,, en fonction de n.

1
Exercice 12 Soit I la suite définie pour tout entier n > 1 par I, = / t" et dt.
0

1. Calcul des premiers termes de la suite
1

a) Calculer I} = / te~'dt & I’aide d’une intégration par parties.

0
b) Avec la méthode d’intégration par parties, exprimer I, en fonction de ;. En déduire I5.
c) Exprimer I3 en fonction de I, puis calculer I3.

2. Etude de la suite
a) Démontrer que, pour tout entier n > 1, I,, > 0.
b) Etudier le sens de variation de la suite I.
¢) Démontrer que la suite I est convergente.

3. Calcul de la limite de la suite
a) A laide d’une intégration par parties, exprimer I, en fonction de I,,.

b) Démontrer que, pour tout entier n > 1, [,, < —.
ne

c) En déduire la limite de la suite 1.
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